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Introduction

— Etude d’'un systeme mécanique

— Origine : Réseau Bayésien ou les sommets sont des états de dégradation
— Arcs représentent la possible causalité entre deux dégradations

— Politique de maintenance : inspecter avant une dégradation majeur

— Une borne inférieure sur le temps d’'inspection (le pire cas)



Representation du moaele de
déegradation

— Sommetl représente I'état neuf du systeme
— Sommetn représente un état de dégradation inacceptable

— Le systeme se dégrade d’'un état vers un autre, i.e. d’'un sommet vers un
voisin

— Le temps de transition entre deux états (pondération de d)agst une variab
aléatoire~ W(n;, ;)

— Les v.a. sont indépendantes

— Politique de maintenance : le systeme doit étre inspecté avant d’atteindre
metn



Un exemple simple




Inegalité de
Dyer-Frieze-McDiarmid

Soit le programme linéaire suivant

2= min c'z (1)
st. Az =0
x>0

ou ¢; sont des v.a. indépendantes At R™*™ est une matrice de rang plein.



Inegalité de
Dyer-Frieze-McDiarmid

Theorem 1 Supposons que les variables de cafitsoient indépendantes et satisfasse

pour o € (0, 1]. Alors pour chaque matricel € R"*™ et chaque vecteur € R", la
valeur optimalez* du probleme ) satisfait

1
E[z*] < — max Elc;]z; (2)
QS :#S=n
€8
pour chaque solution faisable, i.e. pourz vérifiant Az = b.

=- donne unéorne supéerieurpour la moyenne du temps d’inspection.

Pour une loi exponentielle = 1, pour la loi uniforme suf0, 1], o = .



Programme lineaire determinist

Corollary 1 Si on remplace; par E|c;| et considérons le probléme déterministe suive

¢* = min E[d'x (3)
st. Ar =10
x>0

Alors la valeur optimale du probleme du plus court chemin, notésatisfait

= ne donne pas une borne inférieure



Probleme au plus court chemir

SoitG = (V, F) un graphe orienté sans cycle avesommets etn arcs, etA sa matric
d’incidence,

1 1 1 0 0 0 0
-1 0 0 1 0 0 0
A=|0 -1 0 =11 1 0|,
0 0 -1 0 -1 0 1

o 0 0 0 0 -1 -1

.....

plus court chemin peut s’écrire

min ¢’ x
st. Ax =0
x>0

Proposition 1 Soitk le nombre de composantes connexes. Atgtsl) = n — k.

Dans notre cag = 1 et A n’est pas une matrice de rang plein!



Matrice d’'incidence modifiee

Soit A la matrice d’incidence modifiée :

11 1 0 0 0 0 1
) -1 0 0 1 0 0 0 1
A=10 -1 0 -1 1 1 0 1
o 0 -1 0 -1 0 1 1
o 0 0 0 0 -1 —-11

Alors, le probléme du plus court chemin est équivalent au programme linéaire suiv:

*

2" = min &z (4)
st. Az =0
x>0

ou ¢ est le vecteur des colts auquel on a ajouté un élement nul



La lol de Welbull

Soit X une variable aléatoire distribuée selon une loi de Weibull

fx(t) = g(%) 66_(5)6.

Alors, le temps moyen résiduel avant une défaillance (MRTF) est donné par
A (2)? L h
Gx(h) = E[X | X > h] =net»” T(1 + ﬁ(n))

oul'(a, h) est la fonction gamma incomplete définie par

+00
['(a,h) = / t* e dt.
h



La lol de Welbull

Lemma l1lSi( > 1 alors

lim G (h) =0and lim G%(h) =1

h—0 h——+o0

et de plus si3 < 2 nous avons

G%(h) > 0, }Lm% G's(h) = +oo and hhm G (h) = 0.
— —+00
Proposition 2 Supposons qu&’ soit distribué selon une Weibull aveét € (1,2). Alors

pour touth > 0, on a
E[X | X > h| < E[X]+ h.



Theorie de la programmation
linéaire

Soitx une solution faisable (satisfaisaftr = b etz > 0) :

x; = 0forall 2 ¢ B and
{ # ®

I'p = Aélb

ou z est le vecteur composé des coordonnées indicéeB jgdrd 5 la sous matrice del
indicée parb.

Lemma 2 Soit B une partie dg{1,...,n} telqueA;'b > 0etN = {1,...,n}\ B.Un
vecteurz défini par €) sera solution de) ssic; > ¢, Az a; pour touti € B ol a; est e
" colonne deA.



La borne Inferieure

Theorem 2 Soit le probleme du plus court chemin donrg¢ ¢u les composantes du
vecteur codt sont indépendantes et suivent une loi de Weibull avec comme param
ets;,7 = 1,...,n. Soitz une solution faisable del], i.e. satisfaisandxz = b etx > 0.
Alors, I'espérance de la valeur optimaté admet la borne inférieure suivante

Zpr Z E[Cz]xz < E[Z*]a

ou (B, ) est la famille de toutes les bases du progrdinet pour toutr, p, est la probabilit
que B, soit optimale.

Difficulté d’appliquer cette borne car il est nécessaire d’estimer toys. les> Nous utili-
serons uniquement les bases optimales qui apparaissent le plus frequemment.



La borne Inf en pratique

Corollary 2 Soitx la solution du programme linéaire3) ou les colts sont remplacés
leurs espérances, salf la base optimale associéexdet soitps la borne inf de la probe
bilité que B soit une base optimale dan¥)(@vec un niveau de confiance tle- a.. Alors
avec la probabilitél — oo nous avons

ppE|cd'z < E[2*].

— Pourn et 3 fixés, on résoudV problémes de plus court chemin,
— N bases optimales avec une proportio)
— Etant donné un risque, nous sous-estimons;

PB =DPB — Qi—a * \/pB(l _pB)/N7

avecq,_, le quantile de la loi normale.

— Calcul de la borne inférieure correspondante.



Simulations

— Pour un méme graphe,

— pour le problemé = 1, . . ., 100, simulation dej (i) suivant une loi normald/ (50, 100)
et 3(i) suivant une loi uniforme sut, 2].

— Le codtc; de I'arcj suit une loi de WeibullV (n(7), 5(7)).
— Espérance du colt optimal par des simulations de Monte Carlo sur 1000 échanti
— Calcul dep, avec un risquex = 5%.

— Calcul de la borne inférieungs FE[c]'z.



Simulations
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Conclusions et perspectives

* Notre borne inférieure est "meilleure” que la borne supérieure DFM (en valeur ab
* Erreur moyenne relative inférieure2a%.

* De bons résultats expérimentaux.

* Application sur des systemes réels.

* Utilisation des inégalités de type Talagrand.



